
Zestaw XVII   Całki podwójne.

1. Oblicz dane całki podwójne po wskazanych prostokątach:

a. ∬
R

y3e x
2

, R=[0,2 ]×[−1,1 ]                 b. ∬
R

sinx−2y  , R=[0, ]×[−

2
,0]

2. Oblicz dane całki podwójne ∬
D

f x , y   zamieniając na całki iterowane, jeżeli obszar D 

ograniczony jest krzywymi o podanych równaniach:

a. xy=6, x y=7                  b. x= y 2 , x=
y2

2
1                      c. 4x2

 y2
4      

3. W podanych całkach iterowanych zmień kolejność całkowania:

a. ∫
−2

2

dx∫
x2

4

f x , y dy          b. ∫
1

3

dy∫
0

2 y

f  x , ydx     c. ∫
−3

1

dx ∫
− 4−x2

0

f  x , ydy

d. ∫
−6

2

dy ∫
y2

4
−1

2− y

f x , y dx      e. ∫
0



dx∫
sin x

2

f  x , ydy     f. ∫
−1

1

dx ∫
−4− x2

∣x∣

f x , y dy

4. Oblicz całki iterowane:

a.   ∫
1

2

dx∫
x

2x
xy dy

8x2
− y2

                              b. ∫
−2

4

dy∫
0

y
y3dx
x2
 y2

5. Wprowadzając współrzędne biegunowe oblicz podane całki podwójne po obszarach:

a.  ∬
D

x y2dx dy , D : x2
 y2

4, x0

b. ∬
D

x2
 y2

dx dy ,D : x2
 y2

−2y0

c. ∬
D

dx dy
1−x2

− y2


2 , D : x 2
 y2

 x , x2
 y2

 y

d. ∬
D

ln x2
 y2

dx dy

x 2
 y2 , D :1x2

 y2
4, y0

e. ∬
D

dx dy

 x 2
 y2

, D : x2
 y 2

1, x2
 y2

4

6. Oblicz całkę podwójną ∬
D

r sind r d , jeżeli obszarem D jest:

a.  wycinek kołowy ograniczony liniami:   r=a ,∈[2 ,]  b. półkole 

r2 acos ,∈[0,


2 ]
7. Oblicz pole obszaru ograniczonego liniami:

a. y=2x , y=2−2x , y=4      b. r=a cos , r=bcos , ba0  c. y=x 2
−x , y= x

d. y=e x , y=ln x , x y=1, x=2                              e. y2
= x3 , y2

=86−x 3

8. Oblicz objętość brył ograniczonych powierzchniami:
a. y=x 2 , y=1, x y z=4, z=0
b. z= y2

−x2 , z=0, y=±2
c. x2

 y2
=1 , x yz=3, z=0

d. x=0 , x=1−∣y∣, z=0, z=10−5x−2y
9. Oblicz pole powierzchni płatów określonych równaniami:

a. z=8−4 x−2 y , x0 , y0, z0        b. z=R2− x2− y2 , x2 y2R2



10.  Oblicz:
a. masę obszaru o wskazanej gęstości powierzchniowej: 
D=[0,a ]×[0,a ] , a0, x , y =x2 y2

b. położenia środków masy półkola D o promieniu R
c. momenty bezwładności: trójkąta o wierzchołkach 0,−1 ,0,1 ,1,0 względem osi 
OX i gęstości powierzchniowej masy  x , y= x  oraz cwiartki D jednorodnegokoła o 
promieniu R względem osi symetrii i  x , y=1 .


